INTEGRALI DI FUNZIONI RAZIONALI FRATTE
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, dove f(x) e g(x) sono polinomi rispettivamente di grado m e n.
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Se m(n :

Si esegue la divisione tra f(x) e g(x) e si ha:                                                  pertanto                            
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dove q(x) è razionale intera quindi facilmente integrabile con le formule di  integrazione immediata, 
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mentre                                     richiede l’integrazione di funzioni razionali fratte in cui il grado del numeratore è inferiore a quello del denominatore, cioè:
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m<n :

l’integrale si può ridurre a forme già note, ad esempio                                                            .

Se g(x) ha grado 2, allora o f(x) = k o f(x) = px + q 
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Si possono distinguere tre casi a seconda che = b2 - 4ac sia maggiore, uguale o minore di zero.

I. >0

ax2 + bx + c = 0 ha due radici reali e distinte allora    ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2), la funzione integranda si può decomporre nella somma di due frazioni elementari:
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2x2 – 5x – 3 = 0  (                                                                                           (  x1= -1/2   x2= 3   
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2x2 – 5x – 3 = 2(x – 3)(x + ½)  (   
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e                                                                                (       5 = 2Ax + A + Bx – 3B

5 = (2A + B)x + A - 3B    per il principio di identità dei polinomi  si ha:
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2)                                                            ,                x2 + x-6 = (x-2)(x+3)     (
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(       x – 12 = (A + B)x + 3A – 2B     e, per il principio di identità dei polinomi    (
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II. =0
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ax2 + bx + c = 0 ha due soluzioni reali e coincidenti   ( ax2 + bx + c = a(x – x1)2. Allora
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dove il primo integrale si può ricondurre alla 1.
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1)        

4x2 + 4x + 1 = (2x + 1)2 = 4(x + ½)2
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III. <0

ax2 + bx + c = 0 non ha radici reali ma complesse x =  ( i  ( ax2 + bx + c = a(x -  - i)(x -  + i) = a[(x - )2 + 2].
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                     si può risolvere con il metodo di sostituzione 
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(che viene illustrato più avanti) ponendo                     oppure: 
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Analogamente:
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dove                                   si può ricondurre alla forma: 
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2)  
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Altre funzioni razionali fratte possono essere ricondotte a queste.
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Applicando la regola di Ruffini si ha che   x3 – 6x2 + 11x – 6 = (x – 1)(x – 2)(x – 3) pertanto poniamo: 
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2)                           Il grado del numeratore è uguale a quello del denominatore quindi eseguendo la divisione si ha:
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